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1 Introduction

Certaines ressources haturelles sont disponibles sous forme de flux et
sous forme de stocks, parmi ceux-ci les uns ségulierement alimeréts
ou régérérés par le flux , les autres sont au contraire des stocks non
renouvelables.L’'exemple type d'une telle ressource est la ressource en
eau®l. L'objet de cet article est de montrer que la tarification de ce genre
de ressourcesgue nousappelonssemi-renouvelablegbéit a des principes
qui peuvent dfoger des principesegéraux devaluation au sens suivant.
On s’attenda ce que deshiens dont les usages et lesut®Sont identiques
aienta chaque instant la @me valeur, cette valeur pouvaatentuellement
fluctuer au cours du temps. Nous montrons que pour le type dechieli
ici il ne faut pas exclure que, tout au moins temporairemeataliation
instantake du stock renouvelable, celle du stock non renouvelable et celle
du flux d'apports soient @essairement ddfentes, rafme si les usages
potentiels sont les erhes ainsi que les ots’ de misea disposition.

Pour ce nous nous mans dans le cadre le plus simple possible. On ne
formalise pas la production de biens inteaiigires ou finals, I'utilisation
de ressourcegju’elle implique, ni les choix techniques de consommation
finale dont la ressourceest parfoisle compement indispensable. On pose
gue la ressourceest directementconsommableet que les colits d'aces ou
de prélevementsonttousnuls. Ces hypotkeSes permettent de mieux mettre
en évidenceles phénonenesde rente pure ou de valeur intriague de la
ressource.

Insistonssur un point. L'objet du présentmémoire n’est pas|'examen
descyclesou quasi-cyclesa court terme de fluctuation des apports et de
leur régulation,mais l'utilisation rationnellea long terme de la ressource.
Dans cette optique, on peut indifferemmentposer que le flux d’apports
naturelsfluctue et que la populationest stationnaireou qu’au contraire le
flux d’apportsnaturelsest stationnaireet que la population fluctue. C’est
cette secondebatteried’hypothésesque nousavonsretenue.

Le mockle estexpo a la section 2. La section 3 est congsa |'étude
des cas de populationsnon croissantescas pour lesquels legvaluations
sont identiques ‘chaque instant. On examirela section 4 les casuda
population est croissante et on met@indence les conditions de divergence

1. On trouvera au Chapitre 10 (Freshwater) du World Resources 1990-1991, un tableau global
desdifferentedisponibilitsen eau. Les situationsdesdifferenteségionsdu monde en ce qui
concernela part du renouvelableet du non renouvelable sorévidemment s differentes.

Par exempledans un pays comme I'Arabie Saoudite90 % de I'eau utilisée (tous usages
confondus)est prélevée sur le stock non renouvelable. Au rythme actuel deslé@réments

ce stocknon renouvelabledevraitétre épui€ dans vingt ans. On peut aussi coes& comme

non renouvelables des nappes qui sont en permanence reehangis qui seefriorent, par
exemple par salinisation, lorsque le rythme deslgy@ments dpasse un certain seuil (seuil qui
peut lui-méme @pendre de &fat de la nappe). On rencontre une telle situation en France, par
exemple dans laedion de Bordeaux, et aux Etats-Unis pour les territoires au nord du Golfe du
Mexique, et en Californie.
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desévaluations. On montra [a section 5 comment devrait se traduire cette
divergence au plan de la gestion de la ressource. On conckxebonent
a la section 6.

2 Le modele

On consi@re un territoire sur lequeéside une population d'effecti¥ ()
a llinstantt, que I'on supposera soit non croissante, soit nearoissante.
N(t) estcontinueet si nécessaire continuement difEntiable jusqu 1'ordre
requis. Lorsque la population est noaadoissante le bon sens segg que
son effectif est bora'sugrieurement. On supposera que si la population est
non croissante, son effectif est barinférieurement par un effectif positif.
Par conéquent dans tous les cas la population converge vers un niveau
positif que 'on noteraN, N > 0.

Chaque membre de la population peut voir raisa dispositiora tout
instantt une quanti’c(¢) de ressource. On noté(c(t)) I'utilit’e instantaeé
qu’il en retire. On pose qué(.) vérifie les conditions suivantes, conditions
géréralementpo$es dans ce type de préhte :

(1a) U est de classe C* sur (0, +00)
(1b) % > 0 pour tout ¢ > 0
(1c) limclocz—(cj =400

(1d) 057[2] < 0 pour tout ¢ > 0

L’hypothése de non saturation n’est pas essentielle. On trouvera dans
J.-P. Avicues, G. GaupbeT et M. Moreaux [1992] une analyse qui tient
compted’'éventuellessaturationsde la consommation.

Les utilites sont actualessa un taux constant > 0 et on se propose de
maximiserleur somme sur 'ensemble de la population et sur 'ensemble du
futur, c’est a dire de maximiserl/ définie par :

(2) U= +Oo N U(c(t)) e ™ dt

La ressource est disponible sous trois formes, chaetar# parfaitement
substituablea’chaque autre pour ['utilisateur final. D’abord un flegudlier
d’apports que pour simplifier on suppose stationnaire. On sfokintensité
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de ce flux de sorte que sur l'intervalle de ten{pst + dt) le volume de
ressource appdtau territoire fleve a s°dt. 1l s’agit de I'eau appoée
sous forme de précipitations par exemple, ou d’'un apport de l&rkeur

au syseéme hydrographique de surface. La seconde forme sous laquelle la
ressource est disponible est celle d'un stéck(les nappes renouvelables)
alimengé par le flux des apportsnaturels nets des @Eevements qu’'on y
aurait effecte; stock dont le niveau initial estgal @ S{. On suppose
pour allera I'essentiel que, premiement, tout mleévement sur les apports
naturelss® pour mise a dispositiondesusagersestirrémédiablement perdu
(‘est reinjea’dans le cycle de I'eau pawaporation) et que, dewtinement,

le stock renouvelableestalimentg par cette partie des apports naturels non
utilisesa des fins de consommation pour autant que la ca@pdeitstockage
dela ressourcequel’on note S', ne soit passatuée, et ce sanségerdition

lors du passage en nappe. De plus la capadé stockage des nappes
renouvelablesi'est pas affe@é par le niveau de la ressource en stock. |l
existe aussi initialement un stock non renouvelafjephysiquementsolé

des deux autres sources. Comme pour leepements sur le flux d’apports,

on suppose que lesglévements pour consommation sur chacun des stocks,
renouvelablest non renouvelablesont définitivementperdus et on &glige

la rétroaction entre niveaux des stocks et intendas apports. On pose que
tout prélevementgue ce soit sur le flux d’apports, sur le stock renouvelable
ou sur le stock non renouvelable,peut s’opérer a colit nul 2. Enfin on
supposegu’il n’existe aucun autre moyen de stockage de la ressource que
ces happesrenouvelableet non renouvelable.

Dans la mesurewpremerement le cof de peglévement direct sur le flux
d'apportestle mémeque le cait de pelevement sur le stock renouvelable
alimeng par la partie non consomnge des apports etlg deuxemement, le
passagesn nappede la partie non consomnge des apports s'effectue sans
perte,il n'y a paslieu de distinguerle prélevement direct sur les apports
du prélevementdirect sur le stock renouvelable pour eterminer le plan
optimal des prélevements.Tout se passecomme si la totalé des apports
passaiten napped’une part, et d’autre part, commes'il n'y avait qu'un
seul prélevementsur le stock renouvelable.On verraa la section 5 qu'il
n’en est pasnécessairemerde méme au plan de la gestion. Notoa¥t)
le prélevementinstantae’sur le stock renouvelable at(¢) le prélevement
instantal” sur le stock non renouvelable, et respectivent&ift) et S*()
les niveaux de ces stocksl'instantt. Les contraintes liant flux d’apport et
flux de pe€levements prennent la forme suivante :

1 O,SO i 51 =0
(3a) 5 (t){g [([),+o]0) E:non(t)

2. On étudiedans J.-P. MiGUES, P. FavarD, G. GAUDET et M. MoRreaux [1994], le cas plusé&aliste
ou le cait de pelevement direct sur les apports et lestode pelevement en nappes sont
differents et ale transfert en nappe implique une perte de ressource. Il est clair qu'il faut alors
distinguer le pelevement direct sur le flux d’apports duevement sur le stock renouvelable.
L'analyse des valeurs des difénts types deeserves qui reste relativement simple dans le
cadred’analysechoisiici devient plus complexe.
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ds? s —sl(t) si SY(t) < St ou
(3b)  — = { si S1(t) =5 et *—s'(t) <0
0 sinon
2 =0 i S%2(t)=0
(4a) 5 (t){ € [0, +00) zznon( )
(40) LI

On appellera proleime (2) le prol®me de maximisation de la fonction
d’objectif (2) sousles contrainteq3.i) et (4.i),7 € {a, b}, etles contraintes
additionnelles (5) et (6) :

%) (i = L0

(6) S'(0) = S;, donné, et S*(0) = S5, donné.

3 Le cas des populations non crois-
santes

Lorsquela population est non croissante la ressource péwet consiérée
comme une ressourceunique, quelle que soit l'origine des prélévements,
deslors quel'on supposeque d’une part les cofs d'ac@s sont identiques
guelle guesoit la source(en I'occurenceils sont pogs nuls), et que d’autre
partil y a substituabili& parfaite pour 'usager.

Pourle mettre enévidence on va montrer que la solution du pevbé
initial (2) peutétreobtenuecommela solutiond’un probléme d’optimisation
danslequel les conditions d'utilisation des flux et les liaisons stock-flux
sont agregees.

Définissonss(t) commele prelevement total {(t) = s'(t) + s*(t)), So
comme le stock total initialement disponiblé,(= S, + S3) et S(¢t) comme
le stock totala l'instant¢ (S(¢) = S'(¢) + S*(t)). Considrons alors le
probleme suivant:

oo s(t) —rt
(7) e /0 N(t)U( N(t)> " dt
0 B st
(9) 5(t) >0
(10) () >0
(11) S5(0) = Sy , donné
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Négligeons la contrainte (9) de noreggtivieé du pglevement dont il
est assezvident qu'elle ne sera jamais active. Notokg@) la variable
adjointeassocgea I'équation (8) cévolution de la variable @état eta(t) le
multiplicateur assoeia la contrainte de noregativie (10) que doit satisfaire
la variable détat. SoitH = N(t) U(s(t)/N(t))e™™ + A(t)(s° — s(t)) le
hamiltonienen valeur actuali®¢eet L = H + «(t)S(¢t) le lagrangien.Les
conditions de premier ordre soht

- condition de maximisation du hamiltonien :

(12) il = A(t)e™

de | o= sy/ne)

- condition dévolution de la variable adjointe :

(13) —— = —a(t)

(14) at) >0,  at)SEt) =0

Montrons que la solution consisted’abordepuiser leseaServes initiales
sur un certainintervalle de temps puisa ‘consommer ensuite le seul flux

. dU . .
d’apportss®. Pour cea tout) € (0, — ) associons la fonction
de | _
JU c=sY/N(0)
s(t, A) solutionde (12), T = A(t)e™, ainsi que la fonction
€ lety=s(t)/N(2)

T(\) valeur de t pour laquelle s(t,A) = s° 4. Il estclair que s(¢,\)
est une fonction continue etédroissante de, avec s(0,A) > s° et
lims;4+00 s(¢,A) = 0, une fonction continue et décroissante de\ avec
limy g au =0/ n(0) $(0; A) = s°; de plusT()) estégalement une fonction

3. cf. SEIERSTAD et SrpsAETER [1987], théoEme 1, chapitre 5, p. 317.
4. En differenciant (12) on obtient :

ds(t,) _ o N() s(t) dN(t)

dt ¢ 2vjae T ng a O

Par ailleurs les hypotises posés sulU et sur le mouvement de la population impliquent que,
pour 'intervalle de que nous avons retenu, on &0, X) > s, s(t, A) strictement @croissante
etlim¢| 4o s(t,A) = 0, de sorte qud’()) est bien éfini.
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continue et dcroissante de\ avec limy;ay |/ n() T(A) = 0 5 enfin
N > 0 pour toutt > 0 implique quelimyqs(t,A\) = +oo, pour tout
t > 0 etlimy o T(A) = +o0. Définissonsalors S(A) commele stockinitial
nécessaire pour suivre le sentigit, \) sur [0,7(\)) :

TN
(15) S(A) :/0 (s(t) — s°) dt

Des relations médentes il ressort qu8(\) est continue et efroissante
et que :

(16) hm/\los(A) =+ et hmAT%k:s”/N(O)S()‘) =0
L’ équation:
(17) S(\) = S
pos&de donc une solution uniqueA*.
Posonspour tout ¢t € [0,T(A\*)) : A(t) = A* et at) = 0; et pour tout
dU
t > T, ANt) = e"—
> T(\), A1) = e
dN(t)/dt *U
N(t)  de® | — g0 nery
verifiees avec\(t) continue et diférentiablepar morceaux et(¢) continue.

On en conclut que sousles hypothesesposes® le sentier suivant est le
sentiersolution du probleme (7) a (11) :

> 0 et a(t) =

r—
e=sD/N(t) de

c=s"/N(t)

}e‘” > 0. Les conditions(12) & (14) sontalors

(18) o= {8 RIS,

Le sentiers*(¢) serale sentiersolution du probléme initial (2)a condition
de respectera regle suivantede ventilation du p@lévement total entre le
stock renouvelableet le stock non renouvelable.En toutt € [0,T(\*)),
on as*(t) > s : la partie s de s*(¢) doit étre peleve sur le seul
stock renouvelable, la di#fences*(t) — s étant prise indifferemment
soit sur le stock renouvelable, soit sur le stock non renouvelable, jusqu’
ce qu'ils soient €puigs, ce qui intervient e’ (A*). D’une part cette

5. De (12) on eduit :
ds(t,\) N(t)et

d\ T d2U/dc?
etdes(T,)\) = s :
dr  ds(T,)\)/d) “0
dx ~ ds(T,\)/dT

6. Cf. Seierstad et Sydsaeteremés eférences. Les conditions s surlU' garantissent que
les conditions (12)a°(14) \érifiées pourA(t) continue et diférentiable par morceaux ef(t)
continue par morceaux, sont des conditions suffisantes.
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politique satisfait les contraintes du prebie initial, les pelevements
s*(t) étant en permanence @reurs aux apports’ sur la premgre
période [0, T(A\*), et en ce conformanta la ®©gle que l'on vient de
préciser, les stocks disponiblestaht non croissants au cours de cette
premere phase, on ne bute jamais sur la contrainte de capduitStock
renouvelable D’autre part aucune substitution intertemporelle n’est possible
qui permettrait d’accnéfe la valeur de la fonction d'objectif a Ppartir

o . A ., dU ;
de T(\*) I'utilit & marginale paréte actualige, e™""— , étant
€ le=s0/N (1)
c=$§

constammentécroissantepn n'a pas inttét a renoncer temporairement

a consommer une partie du flux d'apports, le stocker dans la nappe
renouvelablealors vide, pour accrdtre ultérieurement la consommation;
par ailleurs au-del’de T'(\*), l'utilit’e marginale par téte actualieé est

toujours inBrieurea \* = ¢ 7T = et donc, €duire la
de c=350/N(T(A*))

consommation sur l'intervall®, 7'(A*)) pour 'augmenter au-daldeZ'(A*),

ne permettrait pas non plus d'airorer la valeur de la fonction d'objectif.

En conclusion, lorsque la population est non croissante lemsestpports
naturels-rechargeldu stock renouvelable perd toute ésfficite. Tout se
passe comme si I'on disposait d’'une part d'un flux d’appartonsommer
immédiatementet d’autre part de@Serves non renouvelables d’'un montant
initialementégala Sy, = S; + S;. Les cdits marginauxet moyensd'accees
a ces deux sourcesdnt les mes, leurs valeurs sont identiqueshaque
instant. Le prix imputé de la ressource en valeur courante est d’abord
croissantet égal a A*e™ jusqu'en T'(\*) puis constant ou @&troissant
selon que la population est elle-méme constanteou décroissante eedal

dUu

de | g0 /N(t).

4 Le cas de populations croissantes

Montronsquedansle cas de populations croissantes il n’eéthgralement
plus possible de se ramereeun moéle avec ressource unigue et donc que,
tout au moins pendant certainesripdes, la ressource devrairé tarifea
desprix differentsselon sa provenance. Gatablit d’abord les conditions
de premier ordre du probine (2), conditions qui suggent que les valeurs
de la ressource renouvelable et de la ressource non renouvelable peuvent
momentaément diverger. On traite ensuite un cas particuliérdlution de
la populationpour lequelles évaluationgnstanta@esdesressourcesloivent
se €parer effectivement sur certains intervalles de temps egandiés’.

7. On trouvera dans J.-P.MGUES, G. GAUDET et M. Moreaux [1992] une€tude plus comglte
de ces cas, I'objectif du psent articleefant simplement de montrer que les valeurs irepsit”
de la ressource ne sont pas toujours identiques.
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4.1. Reformulation du probl eme d’optimisation initial

Revenonsau probleme (2) et plus méig€ment gexaminons les liaisons
entrestocks et flux lorsque la contrainte de capad€s nappes est satat”
L’'absencede déperditionlors du passageadu flux d’apports dans la nappe
renouvelable nous a conduit confondre le flux de gievement sur les
apports et le flux de ptévement sur le stock renouvelable et nous avons not”
s'(t) leur somme (cf. Section 2). Supposons que sur un intervalle de temps
(t,t + At), At > 0, la contraintede capacié de la ressource renouvelable
soit satuee : S*(r) = S', 7 € (t,t + At). Puisque l'utilie marginale
de la consommation est toujours positive le long des sentiers optimaux de
prélevement,l'intensité du prélevementinstantae” sur le stockS' devrait
étre au moinegalea s’ si la contrainte de capaeitdu stock renouvelable
est satuge. Il vaut mieux consommer ce flux d’apports ptugue d’en
laisserperdre une partie ou la totaditce qui arriverait @tessairement dans
le cas pesent de saturation de la capeadité stockage. En d'autres termes
on doit avoirs'(r) = s°, 7 € (¢,t + At). Reformulons le prolgme (2)
comme suit :

(20) dS;t(t) _ o)
(21) st(t) > 0

(22) SH(t) > 0
(23) S'—8'(t) >0
(24) S'(0) = S donné
(25) B _ e
(26) s2(t) > 0

(27) S2(t) > 0
(28) S%(0) = S; donné

Des conditions (20) et (23) oredit que siS'(t) = S' alors on doit avoir
s'(t) > s° et que si la contrainte (23) doéitre satuge sur un intervalle
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(t,t + At) alors s'(7) = s° pour toutr € (¢, + At), proprété qui doit
étre \erifiee par toute politique optimale comme on vient de le souligner
plus haut.

Soit L le lagrangiendu probleme (19)-(28) :

L :N(t)U<W>€—n

+ )\l(t)(so —sM(t)) — A2(t)s*(t)
al(t)s'(t) + o (1)s*(t) + 7 (1) S (1) + 7' (1) (5 = S*(1))
Y2 (1) S%(t)

On sait® qu'une condition suffisante d’optimaditdle sentiersedlisables
(s'*(t), s**(¢), S*™*(t), S**(t)) est I'existence de fonctiond'(t) et A*(¢)
continueset differentiablespar morceauxet de fonctionsa' () et o?(t)
telles que :

(290) % — (A1) + al (1))
e=(s1* (1)+52(1)) /N (1)

(29) % — (V1) + aX(0))e"
e=(s¥* (1)+52*(1)) /N(1)

(300 2O — w470

(30D) dA;t(t) = —*(1)

(31a) o' (t) > o' (t)s'(t) =0

(31b) () >0  o*(t)s*(t) =0

(32a) Y () =0 A'(#)S' (1) =0

(32b) F()>0 AT -S'(t) =0

(32¢) ) >0 FE)S*t) =0

Pendant toute griode ai le stock non renouvelable est positif, il est
clair que A\*(t) est constante. De emie pendant touteepiode ai' le stock
renouvelable est positify' (¢) est constante. Si de plus*(t) et s**(¢) sont
tousdeuxpositifsalors \' () = A?(t). L’exempletraité au paragraphé4.2)

8. Cf. Seierstad et Sydsaeterémes éférences.
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montre ques*(t) et s**(¢) peuvent ne pastfe simultarment positifs et
que les variables adjointes * et A\** peuvent ne pastre égales.

Avant d’examiner cet exempletablissons une condition suffisante pour
gue méme dansle cas d’'une population croissante on puisse ca@rsid
la ressource comme une ressource unique et appliquer laedana”
d’agrégation utili€e a la section pédente. Convenons de not&j(¢)
I'utilit & marginalepar téte actualige lorsque le pelevement sur le stock
renouvelableest égal aux seuls apports’ et le prélevement sur le stock
non renouvelable nul :

dU
(33) ‘/()(t) = e_”’ d_ >0
€ le=st/N (1)
On a :
dVy _ s° dN(t) d*U
34 — = —rVy(t) —e™"
(34 dt "Yolt) ~e N2(t) dbt de | o ey

Lorsquela populationestnon croissantell; /dt < 0. Lorsquela population
est croissante le signe d&,/dt¢ est incetermiré. C’est ce qui rendélicate

la construction des sentiers deef@wvement optimaux. Il est clair en effet
quesi dVy/dt < 0, pourtout ¢ > 0, la solutionest du genre de celle mise
en évidencea la section3, c’est a dire épuisementles stocks initiaux sur
un premier intervalle de temps[0,7"), puis a partir de7' consommation
desseulsapportss®. Au coursde la premigre période I'utilite marginale
actuali®e de la consommatiorest constanteet égalea une certaine valeur
A* > 0, et ensuite elle @crdt. Aucune substitution intertemporelle n’est
possiblequi amglioreraitla valeur de la fonction d’objectif.

4.2. Un exemple de divergence des valeurs imput” ees
des ressources

Supposonsgjuela fonction V4 (¢) soit d’aborddécroissantsur [0, t1), puis
croissantesur [¢1,t2), puis enfin décroissantesur [¢2, +oo) et qu'il existe
A5 A A" tels que (cf. Figure 1) :

(35) A >

(36) %(O) > /\*7 )‘*I > %(il)a %(7?2) > )‘*”

Notonst, la plus petite dat@ laquelleV;(t) = \*, ¢, ett; les plus petites
datesauxquellesV;(t) = \*', etenfint, et ts les deux datessupsrieuresa
t; auxquellesVy(t) = A*”. Supposongle plus que:

(37) /tl (5(t, A*) — ) dt =S|
(38) /t3 (50 — s(t, \*')) dt =5

to

RESSOURCES NATURELLES SEMI-RENOUVELABLES 117



/\xll L o A e e - e - im am = = -
A* A\
|

Va(t)

0 fl 2“7 fl t3 t4 E«_) tS t

Ficure 1
et :

t5 B
(39) / (s(t, \*") — ) dt = §' + S

14
ou pourd € {A*, \*', A\*""}, s(t,\) estla valeur des solutionde:
(40) C;—U = Ae™

¢ c=s/N(t)

On notera que, sur lintervallét,, t3), on aVy(t) < A\*', de sorte que
s(t, A < 8.

Considéronsalors la politique suivante :

- sur lintervalle [0,¢;) consommera totalité desapports etepuiser le
stock de ressourcerenouvelableinitialement disponible, mais laisser en
I'etat le stock non renouvelable de sorte qu'au cours de cette phaseel’utilit”
marginale actuale® de la consommation pasté¢”est en permanenegdle
a \*;

- sur l'intervalle[t;, t2) consommer la totaktdes apports’, laisser vide
la nappe renouvelable et laisser egt#t le stock non renouvelable, de sorte
gue, au cours de cet intervalle de temps I'wilitiarginale actualés de la
consommation parete estegalea V;(t), décroissant de\* a \*';

- sur lintervalle [t5,%3) ne consommerqu’une partie des apports s°
de sorte qu'au cours de cett@rppde l'utilitt marginale actuake de la
consommatiorpar téte est constanteet égalea \*”, la napperenouvelable
se rechargeet est satuge en t3;

- sur l'intervalle [t3, t4) ne consommeique les seulsapportsinitiaux de
sorte que I'utilig marginale actualés® de la consommation pat¢ esegale
a Vy(t), valeur qui sur lintervalle criv de \*" a A\*";
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- sur 'intervalle([t,, t5) consommer la totakt des apports® et épuiser les
deux stocks, renouvelable et non renouvelable, derfa, égaliser I'utilitt
marginaleactuali€e de la consommation pate a \*"”;

- enfin a partir det; consommeen permanencdes seulsapportss’, de
sorte que I'utilie marginale actuaks de la consommation paaté” sEtablit
a Vy(t), toujours acroissante.

Remarquons tout d’abord que, par hypeste (cf. (37), (38), (39)), cette
politique est une politique possible. Posons que sur linterv@lets),
s2*(t) > 0 de sorte que s'*(t) = s(t, \*") — s¥*(¢) et s¥*(t) > s°, ce
qui estégalement possible. |l est clair que les conditions @4B2) sont
vérifiees si :

A* si t €[0,4)
(41) )\l(t) — ‘A/?kl(t) i: i g E;:zg U [t37t4) U [t57 +OO)
A siot € [ty ts)
(42) M) ="t € 0,+00)
(43) a'(t)=0 t € [0,+00)
(44) () = N(t) = A'(t) t € [0,+)
! 0 si t € [0,t1)U[t2,t5)
(45) 1 ()= { _ Gy e [t1, 1) U [t5, +00)
dt
" " {({)W Si t € [0,t3) U [ts, +00)
46 () = 0 .
S t € [t3, ta)
(47) Y(t)=0 ¢t € [0,00)

La politiqgue ccrite plus haut est donc une politique optimalePour
s’enconvaincre, il suffit de remarquer guh’'importe quel instant, renoncer
a consommer pour consommer plus tard, ou plits(én pourrait ne pas
attendre l'intervalle(4,t5) pour consommer le stock non renouvelable),
ou bien est impossible ou bien lorsque c’est possibthuit’la valeur de la
fonctiond’objectif. A I'exceptiondel’intervalle [t4,t5) lesvaleursimputees
des deux types de réservesdivergent.

9. Il est clair que les valeurs d&*(t) et y?(t) sur[0,24) et [ts,+oo) ne sont pas les seules
possibles.
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5 Structures de gestion et prix de
vente des ressources

Pour eEsoudre le seul probme de Il'optimum on peut confondre
prélevement sur le flux d’apports etgevement sur le stock renouvelable
commeon I'a monte a la section 2 et comme on I'a fait aux sections 3
et 4. Mais selon les carastistiques physiques du processus, il n’en sera
pas nécessairemende méme pour organiser la gestion du flux d’apports,
du stock renouvelable et du stock non renouvelable. Deux cas polaires
doivent étre examires.

Le premier cas polaire est celui ol l'apport naturel s° passe
automatiquement dans le stock renouvelable sans qu'il soit possiblerdiop
directementsur cet apport un gievement aussi faible soitif. Dans ce
casil n'y a a considrer que deux stocks sur lesquels on peut puiser et la
formulation retenue la section 2 est la seule possible. Les fonctidhg)
et \2(t) sont les prix actualiss de cession des ressourced utilisateur
final qui peut acheter la quangt'qu’il désire au plus petit des deux prix
AL(t) et A*(¢). Ces prix€quilibrent I'offre et la demande, I'offreetant
détermiree comme solution d’'un praine de maximisation des profits aux
prix en question.

Le secondcas polaire est celui 0 il est effectivement possible de
préleverdirectemensur le flux d’apports. Supposongju’on puisseprélever
exactementla totalité du flux d’apportssi on le dsire. On peut alors
organiserla gestionavec un triple syseme de prix : un prix de vente
du flux d'apports, un prix de vente des prélevementseffectuss sur le
stock renouvelableet un prix de vente des peléevements effecks sur le
stock non renouvelable Evidemmentle gestionnairedu stockrenouvelable
achete au gestionnairedu flux d’apportsce dontil a besoinpour recharger
eventuellemenia nappequ’il géere,etl'utilisateur final peut s’approvisionner
aupesdel’'une oul'autre destrois sourceqil choisiraévidemment la moins
chere).

Reprenonsalors I'exemple dévelopi@ au paragraphet.2. Notons p°(t),
p'(t) et p?(t) les prix de vente actuabs” du flux d’apports, du stock
renouvelableet du stock non renouvelablerespectivement Alors les prix
suivants sont des prix @guilibre :

¥ si t €[0,t)

ite|
(48)  p(t) = ygg,@) z;;gE;:;fzgu[tg,u)u[t&ﬂo)
A siot € [ta, ts)
“ v ={3 3 1Ef

10. Les zonese&kertiques ou semiegértiques sont souvent des zonedes pEcipitations passent
directement en nappe renouvelable sans qu'il soit possibleettopin pelevement direct sur
le flux.
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(50) pi(t) =" sit € [0,+00)

Les trois prix peuvent donc diverger sur certainesigales.

6 Conclusion

Nous avons mis en évidencedans cetteefude qu'une des sgificités
de I'exploitation optimale d’'une ressource semi-renouvelable est d’admettre
des divergencesdes valeurs imputées des ressources qui la composent,
selon leur caraere plus ou moins renouvelable, et ce malgggali€ des
colits d’exploitation et une substituabditparfaite pour 'usager. Mais ces
différences ne trouverd s’exprimer que dans certains cas. Lorsque la
population est non croissante, les possiditie substitution entre les stocks
renouvelables et non renouvelables sdatfacto les mémes, car il n'est
jamais opportun de recharger le stock renouvelable. Lorsqu'au contraire la
populationest croissantejl peut s'a¥rer optimal de vider et de recharger
la napperenouvelable.Cette rechargeest dansce modele la seule forme
d’épargneoossible c’esta dire dereport dans le temps de la consommation
du flux d'apportsnaturels. Mais cette épargnepeut &tre contrainte par la
capaci€ de stockagedes nappes.Il enrésulte que les valeurs marginales
desdeux typesde stockspeuventmomenta@mentdiverger. L&cart entre
les valeursmarginalespeut s'interpeter commela valeur marginale de la
capaci€ du réservoir. Il mesurele prix de la location de la capac#é”des
nappesque devraitsupportere gestionnairedu stock renouvelable dans un
sysémede gestiondécentralig. Il est clair que cette divergence des valeurs
estaccentaeparle fait qu’on ne modlisepasle processus de production, le
role du capitaldansce processugt son accumulation gcea I'epargne, nila
substituabilié partielle capital-ressourceaturelle. Néanmoindes premiers
essaigde formalisationvisanta mieux prendreen compteces phénonenes,
tendenta montrerque cesdivergencepeuventsubsister.
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