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RESUME. — Dans cet article, on s'intéresse aux problémes d'inférence
sur la matrice des coefficients d’'un modeéle linéaire multivarié ; en partic-
ulier on considére des problémes de test portant sur le noyau, I'image et le
rang de cette matrice. On explicite et on compare les diverses procédures
de test : rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance, Wald (ou Wald
généralisé), score. Chaque procédure de test est ramenée a un probléme
d'analyse canonique empirique.

Tests on the Kernel, the Range and the Rank of the Matrix
of Coefficients in a Multivariate Linear Model

ABSTRACT. — In this paper we are interested in inference problems
on the matrix of coefficients in a multivariate linear model ; in particular
we consider tests on the kernel, the range and the rank of this matrix.
Various test procedures are explicited and compared : (pseudo) likelihood
ratio, Wald (or generalized Wald), score. Each test procedure is put in a
canonical analysis framework.
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1 Introduction

Nous considérons un systéme de régressions empilées :
Yt-—-BXt+ut, t—_—].,"',T,

ou Y,, X, sont des vecteurs de tailles respectives (n, 1), (K, 1), et ou B
est une matrice (n, K), de coefficients. Le terme d’erreur u,, de taille n,
est supposé centré, de matrice de variance-covariance Vu, =) inversible,
indépendante du temps et non contrainte en dehors des conditions de
symétrie et de positivité ; u, est de plus supposé non corrélé avec les
variables explicatives X;, X;_q,--- et temporellement non corrélé.

Nous nous intéressons dans cet article a diverses hypothéses concernant
la matrice B des coefficients de régression ; ces hypotheses portent sur le
noyau de B, sur son image ou sur son rang. Nous considérons les diverses
procédures de tests : rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance, Wald
(généralis€), score. Ces problémes de tests se rencontrent fréquemment
dans les modeles a facteurs (voir Gourieroux-Monfort-Renault [1991)) et
ont des applications pour I’analyse de la causalité (Anderson [1963]b)
pour la détermination de relations de codépendance (Gourieroux-Peaucelle
[1993], Kugler-Neusser [1993]), pour les écritures structurelles de modeles
macroéconomiques (Sargent-Sims [1977]), pour la recherche des ordres
autorégressif et moyenne mobile des processus ARMA (Box-Tiao [1977],
Tiao-Tsay [1989], Tsay-Tiao [1987]), pour la recherche des facteurs ou des
portefeuilles efficients en théorie financiére (Chamberlain-Rothschild [1983],
Brown [1989], Gourieroux-Monfort-Renault [1991]) ou pour I’étude des
conditions d’identification dans les modeles de panels multivariés (Bhargava
[1990]). C’est cependant plus ici I’analyse théorique des procédures de tests
que leurs simplifications ou interprétations pour chaque type d’application
qui nous intéressera et nous nous efforcerons de donner une présentation
générale d’un ensemble de résultats apparus de fagon éparse et partielle
dans la littérature (voir la liste des références).

En particulier, nous établirons divers résultats nouveaux concernant les
comparaisons a distance finie et asymptotiques des diverses statistiques de
test et leurs propriétés d’invariance vis-a-vis de la forme implicite, explicite
ou mixte de I’hypothese nulle. Nous généralisons ainsi au cadre multivarié
des résultats classiques pour les modeles linéaires 2 une équation.

De plus nous proposons des méthodes d’estimation par maximum de
vraisemblance ou moindres carrés asymptotiques des sous-espaces image et
noyau associés a la matrice B.

Dans le paragraphe 2, nous considérons des hypotheses dites ex-ante (par
analogie avec les applications financiéres) ; ces hypotheses sont du type : le
noyau de B contient-il un ensemble de vecteurs donnés a priori ? I’'image
de B est-elle engendrée par un ensemble de vecteurs donnés a priori ? Pour
chacun de ces problémes nous développons les diverses procédures de tests
et comparons entre elles les statistiques de test obtenues.

Dans le paragraphe 3, nous considérons des procédures dites ex-post,
permettant de déterminer le rang de la matrice B et d’estimer son image et
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son noyau sans idées a priori sur ceux-ci. Nous constatons que les diverses
procédures conduisent naturellement 2 mener des analyses canoniques
empiriques. De plus nous vérifions que les procédures d’estimations
(maximum de vraisemblance, moindres carrés asymptotiques) associées aux
diverses procédures de tests conduisent aux mémes estimations de I’image
et du noyau.

Dans le paragraphe 4, nous généralisons les résultats des paragraphes
précédents au cas o il existe d’autres variables Z, dans le systtme de
régression empilées.

2 Analyse ex-ante

2.1. Tests sur le noyau de B

2.1.1. Formes de I’'hypothése

Nous considérons une matrice -y, connue, de taille (K, K-r), de rang K-r.
L’hypothése & tester est :

(1)  HY = {le noyau de B contient les vecteurs colonnes de 7o}

Cette hypothese est écrite sous forme de contraintes implicites, mais admet
aussi des écritures sous forme explicite. Ainsi introduisons une matrice ayg
de taille (K, r), de rang r, dont les vecteurs colonnes sont orthogonaux aux
vecteurs colonnes de . Comme ~yy est connu a priori, il en est de méme
de ap. L’hypothese s’écrit alors :

1) HY = {il existe une matrice 8, de taille (n, r)
telle que B = 3 ag}-

2.1.2. Forme de la statistique du rapport des maxima de (pseudo)
vraisemblance

La statistique de test fondée sur une (pseudo) vraisemblance normale, est
de la forme (voir annexe 1).

det QOT

2 =TLo =,
(2) Ermv g dot O
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ou QOT et QT désignent les estimateurs de la matrice € calculés
sous I’hypothése nulle et sous ’hypothése générale respectivement. Cette
expression ne dépend ni de la forme (implicite ou explicite) retenue pour
écrire ’hypothese nulle, ni du choix 7o ou «q de bases du noyau ou de son
orthogonal. Utilisons par exemple la forme explicite. Nous voyons que sous
I’hypothese nulle le modele se réduit 4 un systéme de régressions empilées :

(3) Yt:ﬂaé)xt'i_uh t=1""7T,

avec comme nouveaux régresseurs les variables composantes de o} X;.
Désignons par X, Y les matrices de tailles respectives (T, K) et (T, n)
donnant les observations des diverses variables (ces matrices sont supposées
de plein rang colonne), par Px et Px,, les projecteurs orthogonaux sur les
sous-espaces engendrés par les vecteurs colonnes de X et de Xa,. Nous
avons :

_ 1
o7

1

@ O T

Y (Id-Px)Y, Qor==Y (Id-Px,,)Y.

Comme o vo = 0, nous avons aussi : (Xag)' X (X’X)"1y, = 0, ce qui
implique :
Px = Pxa, + Px (X'X)=1ag
Nous pouvons alors expliciter la statistique de test :

det % Y’ (1d = Pyay) Y

Ermv = T Log )
det = Y (Id ~ Px) Y

sous 1’une des formes équivalentes ci-dessous :

§rmv =T Log det {Id + {Y’ (Id — Px) Y}~ Y’ Px (x/x)-1,, Y}
(5) § €rmv = T Log det {Id + {Y’ (Id — Px) Y}~1 Y’ X (X'X) 10}
{70 (X'X) ™y}t 5 (X'X) 7 X'Y )
2.1.3. Statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisem-
blance corrigée

Sous I’hypothése nulle, nous savons que QOr et Qor tendent vers la méme
limite. La statistique initiale

det R n .
érmv = T Log det ?;T = T Log det [Id + Q7" (Qor — Q1)],

etT

est alors équivalente 2 :
éRMV =T LOg det [Id + QO_TI (QOT - QT)]
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Cette statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance
corrigée est dans notre cas égale a :

ERMV = T Log det {Id + (Y’ (Id - Pxaq) Y)-l Px xx)-17 Y}.

Comme (Id = Pxey) X (X' X) "1y =X (X' X)"1yy 2 cause de la
condition d’orthogonalité oy =0, nous voyons que la matrice
[Y' (Id — Pxa,) Y71 Y' Px (x'x)-14, Y est la matrice de corrélation canon-
ique non centrée empirique entre Y et X (X'X)~1y,, conditionnellement
a Xag. Cette matrice se réduit 2 la matrice de corrélation canonique
conditionnelle usuelle si les variables X et Y sont centrées ou si les variables
Xap contiennent la constante. Nous notons : R? [Y, X (X'X)~1vy/Xay]
cette matrice de corrélation conditionnelle.

Si Ay > -+ 2 At > 0 désignent les valeurs propres de cette matrice,
nous en déduisons que :

famv =T ) Log (1+ Air).
=1
Remarquons aussi en appliquant le lemme de 1’annexe 2 (avec U =,
P =Px, P, =Px (X/X)—l,yO, Py = Px,,) que les valeurs propres de la
matrice [Y'(Id — Px) Y]™' Y’ Px X'X) =10 Y intervenant dans I’expression

de &gnmy (formule 5) sont égales a - /(1 — zT) ). Nous en déduisons que
la statistique &gy 8’écrit :

&amv =T Z Log [1 + ;\iT/(l - ;\iT)]

=1
=-T Z LOg (1 - ;\iT)-
=1

Bien que la statistique du maximum de vraisemblance corrigée ne soit pas
introduite en général parmi les procédures de tests classiques, nous voyons
qu’elle apparait de fagon naturelle et avec une interprétation plus simple en
terme de valeurs propres que la statistique &gy usuelle.

PROPRIETE 1 : Soient 1 > Ay > --- > A,7 les carrés des corrélations
canoniques entre Y et X (X'X) !y, conditionnellement 3 Xay, c’est-
a-dire les valeurs propres de la matrice R? [Y, X (X'X)1vy/Xayg), la
statistique du rapport des max1ma de (pseudo) vraisemblance pour tester

HY est: SRMV = -T E Log (1 — Mir) ; la statistique corrigée est :
érmy = =T E Log (1 — Air).

Si n est supeneur a K-r, il y a dans I’expression de la statistique certains
termes qui peuvent étre omis :

Min (n, K—7)

&rmv = =T Z Log (1 — Air).

=1

MATRICE DES COEFFICIENTS D’UN MODELE LINEAIRE MULTIVARIE 85



Le méme type de remarques s’applique d’ailleurs 2 toutes les expressions
des statistiques en terme de valeurs propres.

Remarque : 2 titre d’exemple, nous pouvons considérer un modele de
régressions empilées avec terme constant :

Yt = b]. +B*X:+U = (b, B*) l:}%*J +Ut.
t

Pour tester I’hypothese H{ = {B* = 0}, la statistique du rapport des
maxima de vraisemblance corrigée est :

ERMV =T Log det (Id + R2),

ol : R? = (Vemp Y) ™! CoVernyp (Y, X) (Vemp X)~2 CoVemp (X, Y) est la
matrice de corrélation canonique empirique entre les deux familles de
variables Y et X. La matrice R* est donc I’analogue pour plusieurs équations
du coefficient de détermination usuel. L’examen des valeurs propres et des
vecteurs propres de cette matrice permet de déterminer les combinaisons
linéaires des variables endogenes les plus expliquées par X (celles associées
aux grandes valeurs propres) et les combinaisons les moins expliquées
(celles associées aux petites valeurs propres).

2.1.4. Forme de la statistique de Wald généralisée fondée sur la
forme explicite

Contrairement & Papproche du rapport des maxima de (pseudo)
vraisemblance, la procédure de type Wald dépend généralement de la forme
(explicite, implicite ou mixte) choisie pour exprimer les contraintes (voir
Dagenais-Dufour [1991]). Nous allons détailler la procédure pour la forme
explicite. La procédure de Wald est construite A partir de 1’estimateur
non contraint de la matrice B ou de son vectorialisé. Introduisant les
vectorialisés : b= vec (B’), y = vec (Y), u = vec (U), le modele initial
s’écrit :

©) y=(Id, ® X)b+u, Vu=Q®Idr.
L’estimateur des m.c.o. non contraint de b est :
@) br = [Id, ® (X'X)'X]y.
Sa variance est estimée sous I’hypothése générale par :
@®) Vir=Qr @ (X'X)~L.

L’hypothese nulle peut aussi &tre écrite sous une forme explicite
vectorialisée :

HY = {38: B = faj}
={38:b=(Id. ® ) vecf'}.
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La statistique de Wald généralisée est alors définie par (voir Szroeter
[1983], Gourieroux-Monfort [1989 a]).

fw = Mﬂin[i;T-(Idn®ao)vecg']'[m®(x' X)) br— (1d,, ® ag) vecd).
Nous établissons dans I’annexe 1 qu’elle est égale a :

§w =TTr [Q;l (QOT - QT)]
=T Tr {[Y' (Id — Px) Y]7' Y’ Px (x'x)-14 Y}
Introduisons alors les carrés des corrélations canoniques (empiriques non

centrées) entre Y et X (X’X)~1v, conditionnellement a Xay, et notons les

Aqr. Si on applique le lemme de I’annexe 2 avec les mémes variables que
dans la sous-section 2.1.3., on voit que la statistique de Wald &y s’écrit
aussi :

®

(10) Ew=T Y Ar/(1- ).
=1

2.1.5. Forme de la statistique de Wald généralisée corrigée

Comme pour la statistique du rapport des maxima de (pseudo)
vraisemblance, nous pouvons introduire une statistique de Wald corrigée :

(11) &avv = T Tr [Qg} (Qor — )]
=TTr (R[Y, X (X' X) 1v/Xao)]

=T i :\iT)
=1

PROPRIETE 2 : (i) Les statistiques de Wald généralisée et de Wald
généralisée corrigée pour tester H) sont respectivement :

fw=T Z Air/(1 = Ai),
=1

et

gW =T Z XiTa
=1

ol les ;1 sont les carrés des corrélations canoniques (empiriques et non
centrées) entre Y et X (X’X) ™!y, conditionnellement & Xap.
(ii) On a les inégalités suivantes :

Ew > Ermy > Ew > Ermy

(iii) Toutes ces statistiques sont asymptotiquement équivalentes sous
I’hypothése nulle.
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Preuve

La partie (i) de la propriété a été montrée.

La partie (ii) résulte de I'inégalité de convexité z > Log (1 + z), avec
z = Xip/(1 - Nir) pour Pinégalité £y > Enapy et 2 = Air pour I'inégalité
éjw ZERMV’ et de I'inégalité —~Log (1 — z) > z avec z = ;g pour
Ermv = Ew.

La partie (iii) est une conséquence de la convergence de ;\iT vers zéro
sous I’hypothese nulle ; on a alors les équivalences :

Log (1+ Air) ~ —Log (1~ Aix) ~ Air ~ Aip/(1 = hip). O

2.1.6. Forme de la statistique de Wald fondée sur la forme
implicite

Dans I’annexe 1, nous établissons le résultat ci-dessous :

PROPRIETE 3 : La statistique de Wald fondée sur la forme implicite de
HY coincide numériquement avec la statistique de Wald généralisée &y
fondée sur la forme explicite.

La statistique de Wald apparait ainsi indépendante de la forme retenue pour
écrire I’hypothese. Ceci résulte évidemment de la linéarité des contraintes.

2.1.7. Forme de Ia statistique du score

Cette statistique est fondée sur la dérivée de la (pseudo) log vraisemblance
évaluée en I’estimateur du maximum de (pseudo) vraisemblance contraint.

On montre dans I'annexe 1 que :
65 = T T’!‘ [Q()_Tl (QOT - QT)] = EW

PROPRIETE 4 : La statistique du score pour tester H{' est égale a la
statistique de Wald corrigée & = Ey.

2.1.8. Résultats généraux

Les résultats généraux de [I’annexe 1 permettent de trouver Ie
comportement asymptotique sous H, des diverses statistiques définies ci-
dessus. Il est important de noter que ces résultats ne supposent pas la
normalité des u,.

PROPRIETE 5 : Les diverses statistiques précédentes Exypy, fRMv, ¢w,
§w = &s sont asymptotiquement équivalentes sous I’hypothése nulle HY
et leur loi limite commune est : x2 [n (K — r)].

Le nombre de degrés de liberté est €gal au nombre de contraintes de
la forme implicite, c’est-3-dire au nombre d’éléments de la matrice Bo.
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On vérifie qu’il est aussi égal au nombre de parametres sous 1’hypothése
générale nK [nombre d’éléments de B] diminué du nombre de paramétres
sous I’hypothése nulle nr [nombre d’éléments de B].

Par ailleurs, en utilisant les propriétés 2 (ii) et 4 nous pouvons préciser
I’ordre entre les diverses statistiques, ordre satisfait 4 distance finie.

| PROPRIETE 6 : On a les inégalités : &w > Ermv > és = éw > ERMV-

On retrouve ainsi I'ordre entre les statistiques de Wald du score, du
rapport de maxima de vraisemblance connu pour les modeles de régression
univariés.

2.2. Tests sur 'image de B

De fagon analogue nous pouvons développer des procédures de test
concernant 1’image de la matrice B. Nous n’allons pas détailler toutes les
procédures, mais nous allons surtout insister sur le lien avec les procédures
concernant le noyau de B.

2.2.1. Formes de I'hypothése :

Une hypothése sur I'image de B peut, elle aussi, étre exprimée sous forme
explicite ou sous forme implicite. Désignons par r la dimension de 1’image
de B, c’est-a-dire le rang de B, et par [, une matrice (n, r), de rang r,
donnée a priori, dont les colonnes engendrent 1’image de B. L’hypothése
peut s’écrire, sous forme explicite :

(12) H{ ={il existe une matrice a, de taille (K, r),

telle que B = 3 a'}.

Si maintenant nous introduisons une matrice &y, de taille (n, n-r), de rang
n-r, dont les colonnes sont orthogonales aux colonnes de (3, nous voyons
que I'hypothese H] admet comme forme implicite :

Hj = {6, B = 0}.

Il est clair qu’il existe une certaine dualité entre les hypothéses concernant
le noyau de B et celles concernant I’image de B. En fait cette dualité apparait
directement si nous introduisons la transposée de la matrice B, puisque :

Hf = {B' 8 =0} = {3a:B =af}

Ainsi, les matrices &, et 3, apparaissent comme les analogues des matrices
7o et aq introduites dans le paragraphe précédent.

2.2.2. Forme de la statistique du rapport des maxima de (pseudo)
vraisemblance

N N

Cette statistique est facile a expliciter a2 condition de commencer par
mettre le modele initial sous la forme récursive équivalente :

(13) {56 Y. =B; X; + vy,

/H(I) Yt = B2 Xt + 066 Yt + Vat,
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ot By, By, C sont des matrices de tailles respectives (n-r, K), (r, K), (r,
n-r) et ou vy, vy sont deux vecteurs d’erreurs non corrélés, de matrices
de variance-covariance respectives A;;, Age. Avec ce nouveau paramétrage
I’hypothése nulle est simplement Hj = {B; = 0}. Comme par ailleurs la
forme récursive conduit 2 une décomposition additive de la (pseudo) log-
vraisemblance, nous en déduisons que la statistique de test du rapport des
maxima de (pseudo) vraisemblance de H%, coincide avec celle du test de
’hypothése (B; = 0) dans le cadre du seul sous-modele :

8 Y =B1 X¢ 4+ Vi, V (Vi) = Apr.
Cette statistique est donc donnée par :
]' ! 14
det T 66 Y'Y

¢amv = T Log
(14) det <T 8 Y’ (Id — Px) Y6o)

b}

&y = T Log det [Id + (6 Y’ (Id — Px) Y&,)~1 8, Y’ Px Yéo].

Elle peut facilement s’exprimer en terme de valeurs propres. Désignons par
Alr 2+ 2 A5_, 7 > 0les carrés des corrélations canoniques (empiriques
non centrées) entre Yé§, et X.

En appliquant le lemme de 1’annexe 2, avec U = Yé,, P = Px, P, = 0,
P1 =Px, on obtient une autre forme pour la statistique du rapport des
maxima de (pseudo) vraisemblance &,y :

n—r

(15) Srmy = =T Z Log (1 - X¥p).

=1

2.2.3. Statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisem-
blance corrigée

Comme dans le cas précédent, nous pouvons remplacer dans I’expression
finale de la statistique Ermy Destimateur non contraint de la variance A;;
par I’estimateur contraint. Nous obtenons la statistique asymptotiquement
équivalente sous I’hypothése nulle :

(16) &y = T Log det (Id + (6, Y’ Y60)™1 8, Y’ Px Y6o)
= T Log det (Id + R? (Y&, X))

n—r

=T ) Log(l+ k),

i=1
Les résultats sont rassemblés dans la propriété ci-dessous.
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PROPRIETE 7 : Soient Ajp > --- > AL _,. 1 > 0 les carrés des corrélations
canoniques (non centrées empiriques) entre Yé, et X, la statistique du
rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance est égale a :
ERMV =-T Z Log (1 — Ajr);
=1
la statistique corrigée est : fﬁMV =T Z Log (1 + A}p)-

=1

2.2.4. Les statistiques de Wald et la statistique du score

En poursuivant la démarche, nous pourrions aussi expliciter les autres
statistiques de test :

PROPRIETE 8 : (i) La statistique de Wald, indépendante de la forme
implicite ou explicite retenue pour ’hypothese nulle, est :

&v=-T Z)‘:T/ (1= A1)
=1

(ii) La statistique de Wald corrigée coincide avec la statistique du score
et est donnée par :

£s = & = TTr [R? (Y6, X)].

=T i Al
=1

(iii) Ces diverses statistiques sont asymptotiquement équivalentes sous
I’hypothése nulle et admettent comme loi limite x? (K (n — 7)).
(iv) On a les inégalités :

Ew 2= Eamy = &5 = Ew > Ermv-

3 Procédures ex-post

3.1. Hypotheses et parametres
Dans ce chapitre nous nous intéressons a la détermination du rang de

la matrice B, de son image et de son noyau. Le rang étant un paramétre
a valeurs entieres, I’estimation de ce parametre conduit 2 introduire des
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procédures analogues a celles utilisées pour 1’identification des ordres dans
le cas de processus ARMA ; dans la suite nous considérerons des procédures
de tests séquentielles concernant ce rang. Les hypothéses successives sont :

17) Hy, = {Rang B = r},
et
(18) H, = {Rang B > r},

et nous nous proposons de tester Hy, contre H,;; = H, — Hy,. Cette suite
de tests doit étre analysée dans un ordre naturel ; celui-ci est le suivant :

(*) Tester I'hypothése Hy o = {rang B = 0} contre H; = {rang B > 1}.

Si ’hypothése Hgo est acceptée, on arréte la procédure et on décide,
Rang B = 0.

(**) Sinon, on teste, Hy ; contre H,. Si I’hypothese Hy, 1 est acceptée, la
procédure s’arréte et on décide Rang B = 1.

Et ainsi de suite...

Une hypothese sur le rang peut étre vue comme une condition sur I’image
(car dim ImB = Rang B) ou sur le noyau (car Rang B = K-dim KerB).
De plus, les écritures des hypothéses peuvent étre données sous des formes
explicites ou mixtes. Nous donnons ci-dessous les formes de contraintes
caractérisant Hy, dans I’hypothese générale H,.

Forme explicite :

Ho, ={il existe deux matrices a, B de tailles respectives (K, r) et
(n, r) telles que B = 3o’} NH,.

La condition signifie que le rang de B est inférieur ou égal  r et dans
le cadre de H,, nous savons que a et B sont nécessairement de rang r.

19)

Forme mixte a partir du noyau :

Ho, ={il existe une matrice v, de taille (K, K-r), de rang K-r telle
20) que By =0}NnHr.

Dans le cadre de H,, on ne peut pas trouver une matrice ¥, de taille

(K, K-7), de rang K- telle que By = 0, avec 7 < .

Forme mixte & partir de I’image :

Hy, ={il existe une matrice 3, de taille (n, n-r), de rang n-r, telle que
@D 5B =0
= 0}.

L’hypothese Hy, peut donc a priori tre testée a partir de I’'une quelconque
des formulations précédentes. A ce stade il est important de noter que
les procédures de tests vont généralement nécessiter la détermination
d’estimateurs contraints par Hy, des paramétres auxiliaires « (i.e. de I’'image
de B’ égale a I’orthogonal du noyau de B), B (i.e. de I’image de B), ~ (i.e.
du noyau de B), et 8 (i.e. du noyau de B’ égal a I’orthogonal de 1'image
de B). Les procédures d’estimation seront développées en liaison avec les
procédures de test : estimation par maximum de (pseudo) vraisemblance
dans le cas du test du rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance,
estimation par moindres carrés asymptotiques dans le cas du test de Wald.
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3.2. Estimation et test par maximum de (pseudo)
vraisemblance

3.2.1. Forme de Ia statistique

La statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance a une
forme indépendante de 1’écriture explicite ou mixte retenue pour I’hypothese
nulle. Elle est donnée par :

det Q7
22 rvy = T Log ——2L
(22) Ermy g det O

olt (Qfy est la matrice de variance-covariance résiduelle évaluée sous

I’hypotheése (RangB=r). Cette statistique peut étre calculée a partir des
statistiques de test analogues portant sur le noyau et sur ’image. Notons :

Ermv (7) =T Logdet [Id + {Y' (Id — Px) Y} Y/ X (X'X) "1y
X[’Y/ (XIX)_I’)/]_I ’Y, (Xlx)—l XI Y],

la statistique obtenue en (5),

&y (6) = T Log det [Id + {6' Y [Id — Px) Y8}~ 6' Y’ Px Y&,

la statistique obtenue en (14). Nous déduisons alors de la définition de la
statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance la propriété
suivante.

PROPRIETE 9 : i) &Ry = Min &rmy () = Msin Exmvy (0), ol la premiere
vy

optimisation est menée sur les matrices -, de taille (K, K-r) (de rang (K-r))
et la seconde optimisation sur les matrices 8, de taille (n, n-r) (de rang
(n-r)). A

ii) Toute solution g [resp §p] du premier [resp second] probleéme de
minimisation est un estimateur du (pseudo) maximum de vraisemblance
contraint d’une base du noyau de B [resp de I’orthogonal de I’image de B].

3.2.2. La statistique et les estimateurs

11 suffit donc de résoudre les deux problémes de minimisation précédents,
ce qui est fait dans I’annexe 3. Cette résolution s’appuie sur I’analyse des
corrélations canoniques entre X et Y et avant de donner les résultats, il nous
faut d’abord expliciter celles-ci.

Considérons les deux matrices de tailles respectives (K, K) et (n, n) :
R YV)=XX)'XYXY'Y)YX,
et
R2(Y,X)=YY)'YXX'X)1X'Y.

MATRICE DES COEFFICIENTS D’UN MODELE LINEAIRE MULTIVARIE 93



On sait qu’a des valeurs propres nulles prés ces deux matrices ont mémes
valeurs propres et que celles-ci sont réelles positives inférieures & un (voir
par exemple Rao (1973]). Nous les notons par ordre décroissant :

Mt 2> for 2>+ -+

Ces valeurs propres sont les carrés des corrélations canoniques (empiriques
et non centrées) entre Y et X.

Par ailleurs, nous pouvons expliciter des bases de vecteurs propres
associées. Nous notons é1,---, éxr une base relative 2 R?(X, Y), que
nous pouvons choisir normalisée par :

éir X' X éir = bn, k,l=1,---, K.

De fagon analogue nous notons frr, cee fnT une base relative 2 R? (Y, X),
que nous pouvons choisir normalisée par :

fllcTYlYflT:(Skl, k,l:]_,...,n.

A partir des résultats de 1’annexe 3 nous pouvons énoncer la propriété
suivante :

PROPRIETE 10 :

Srmy = =T Z Log (1 — #it)
. i=r+1
® X
=-T Z Log (1 - fit).
i=r+1

(ii) Une base o de I’orthogonal du noyau de B peut étre estimée par :

aiT = e,y Qpr = €p7.

(iii) Une base & de I’orthogonal de I’image de B peut étre estimée par :

fT+l,T1 ttty fn,T-

(iv) Une base v du noyau de B peut étre estimée par :
(X'X) érp1, 10y -5 (X'X) &k, p-

(v) Une base 8 de 'image de B peut étre estimée par :
YY) fyry-oo5 (YY) frore
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3.2.3. La symétrie de la procédure

La propriété précédente 10 montre clairement une symétrie en X et Y de
la procédure. En effet il revient au méme de tester :

Hy, = {Rang B = r},

a partir du modéle : Y, =BX; 4w, t =1,---, T

ou de tester : Hy, = {RangD = r},

a partir du modele de régression empilées :
Xt=DYt+Wt, t=1,"',T,

ol les variables explicatives sont régressées sur les variables expliquées.
Ceci se comprend aisément, puisque, dans le cas oi (X,, Y,) est stationnaire :
D =EXY') (E (YY) = E(XX) (E(XX))™'E (XY') (E (YY')!

=EXX)B' [E(YY')]},
et donc que rangD=rang B’.

3.3. Test de Wald et estimation par les moindres carrés
asymptotiques

(i) Forme du test et des estimateurs.

N

Utilisant des notations similaires a celles du paragraphe 2.1.4., la
statistique de Wald fondée sur la forme mixte est :

23) &= Min (br — (Id, ® a)vec @) [Qr ® (X'X)™]!
(13T —(Id, ® a)vecf),

ol a et B sont des matrices de tailles (K, r) et (n, r).

Cette maximisation differe de celle du paragraphe 2.1.4., car elle est
menée 2 la fois par rapport 4 a et 8 et non pas seulement par rapport a «.

Une solution &g, 3, de ce probleéme fournit un estimateur par les moindres
carrés asymptotiques de bases a et B.

La maximisation en B a déja été effectuée dans le paragraphe 2.1.4. de
sorte que nous avons d’apres (9) et en notant {w () la statisique concentrée
en B :

& = Min &w (@) =Min T Tr [7" (Qor (@) - Or)]
=Min {Tr (7' Y' Px Y) - Tr (Q7! Y/ Px, Y)}
=Tr {71 Y Px Y} — Max Tr {Q7' Y' Px, Y}.

Ce probléme d’optimisation est résolu dans I’annexe 4 et nous obtenons
le résultat suivant :
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PROPRIETE 11 : (i) La statistique de Wald a pour expression :

K .
T
Gy=T > ——
i=rt1 1 =iz

(i) Les estimateurs des moindres carrés asymptotiques de o et B
coincident avec les estimateurs du maximum de (pseudo) vraisemblance.

(i) Comparaison des statistiques de Wald et du rapport des maxima de
(pseudo) vraisemblance.

PROPRIETE 12 : (i) La statistique de Wald prend des valeurs plus grandes
que la statistique du rapport des maxima de (pseudo) vraisemblance :

&w > ERmv-

(i) Les deux statistiques sont asymptotiquement équivalentes sous
I’hypothése nulle et leur loi asymptotique commune est :

X [(n =) (K=r)).

Preuve : (i) L’inégalité résulte de :
T
—Log(1—2z)=L 1
o8 (1 =) = Log (14 72 ) <

(ii) L’équivalence asymptotique se voit immédiatement puisque sous
I’hypotheése nulle 7;r tend vers zéro a la vitesse 1/T, pouri =r+1,---, K
(voir Anderson-Rubin [1956]). On a alors par développement limité :

K
=T Y i +0p(1),

i=r+1

x

1-z

et

K
Camy =T Z flir + 0p (1).
t=r+1

La loi limite est une conséquence des résultats de 1’annexe 3 ; rappelons en
particulier que I’hypothese de normalité des erreurs n’est pas nécessaire. Le
nombre de degrés de liberté peut par exemple se calculer 2 partir de 1’écriture
explicite : nombre de parametres initiaux (B)-nombre de paramétres sous
Ho, (o et B) + nombre de contraintes identifiantes (o et  sont définis 2 une
matrice inversible (r, r) pres) soit nK —Kr —nr+7r2 = (n—r)(K-r) O.

4 Généralisation

Dans cet article nous avons considéré les problémes de tests concernant le
noyau, I’image et le rang de la matrice B intervenant dans le modele linéaire
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Y, = BX, + u;. Les résultats obtenus peuvent étre facilement généralisés
au cas ol il y a d’autres variables Z,. Le modele s’écrit alors :

Yt = BXt + CZt + Ut

On s’intéresse toujours 2 la matrice B. Les diverses statistiques de test
sur le noyau s’expriment de la méme facon en fonction des résidus des
m.c.o. dans les modeles :

7 = Xb; + Z ¢c; + u;

9 = Xao Bi + Z c; + i, i=1,---, n
ol §; et u; sont les vecteurs de taille T formé par les itmes composantes
des Y, et u, et b;, c;, B; sont les iemes lignes de B, C, B.

Les statistiques de test sur I’image s’expriment aussi de la méme fagon
en fonction des résidus des m.c.o. dans les modeles :

Ybo; = Xd; +Zcj +v;
et
Yéo; = Xcj + v;
oll p; est la j-itme colonne de &y, j = 1,---, n — r et d; la j-ieme ligne
de B; (voir 13).

Or, ces résidus peuvent aussi &tre obtenus 2 partir des régressions
précédentes dans lesquelles les termes en Z sont supprimés, la matrice
X est remplacée par (Id — Pz) X et la matrice Y par (Id — Pz)Y (les
colonnes de Y, i.e. les §;, étant donc remplacées par (Id — Pz) ;. Ce
résultat est une conséquence du théoréme de Frisch et Waugh.

Autrement dit toutes les formules du paragraphe 2 restent valables a
condition de remplacer Y par (Id —Pz)Y et X par (Id — Pz) X. Les
résultats du paragraphe 3 fondés sur ceux du paragraphe 2 restent aussi
valables.
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ANNEXE 1

Tests du rapport de (pseudo) vraisemblance, de Wald et du
score, dans un modele de régressions empilées

(i) Le modele non contraint

On consideére le modele suivant :

Yg=BXt+Ut t—"—‘l,“‘,T,

oll Y, est un vecteur de taille », B une matrice de taille nxK, X, un vecteur
de taille K. Les vecteurs u;, t = 1,---, T sont supposés indépendants, de
méme loi, de matrice de variance-covariance () ; on suppose de plus que
u, est indépendant de X,, X;_;---

La pseudo log-vraisemblance (conditionnelle) associée a la normalité des
erreurs u, est:
T
LT = Z lta
t=1

1
ly = —%Log%r- ELogdetQ

avee

- % (Y, - BX,) Q-1 (Y, — BX,)
n 1
=-3 Log 2w — 3 Log det

1 /
-5 IYe - (ldo ® X))/ 07 [, — (s ® X)) 8],

avec b = vec (B').

Le modele s’écrit aussi : y = (Id, ® X)b+ u
avec y = vecY, Y étant la matrice (T, n) dont les lignes sont les Y],
t=1,---, T, u=vecU, U étant la matrice (T, n) dont les lignes sont les
u}, X est la matrice (T, K) dont les lignes sont les X, t = 1,---, T, ces
diverses matrices vérifiant Y' = BX' + U’.

On aV (u) =Q ® Idy et la pseudo log-vraisemblance Lt peut encore
s’écrire :

Lr=- 7—Lérl—‘LogQw—%Logdetﬂ

- 5lly— (14, ® X) 8 (27 ® Mdn)ly - (. @ X) b}

L’estimateur du pseudo maximum de vraisemblance de b, coincide avec
I’estimateur des m.c.o. équation par équation :
br = [ld, ® (X'X)™ X'y = vec By,
avec :
Bl = (X'X)"1X'Y.
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L’estimateur de ) est :

1

Qr==0'7, avec U=Y -BrX.

=

La matrice de variance-covariance asymptotique de /T (by — b) est
estimée de maniére convergente par :

Vas VT (by — b)) = TQr @ (X'X)~L.

(ii) Test du rapport de pseudo vraisemblance pour une hypothése
sur B.

On désire tester une hypothese nulle quelconque : linéaire ou non linaire,
sous une forme implicite, explicite ou mixte portant uniquement sur B.
Comme () est non contrainte sous I’hypothese générale et sous Hy, la
maximisation de Ly peut commencer, sous les deux hypothéses, par une
concentration en (). On a:

Lt = —%’E Log 27 — g Log det Q
1 T
-3 > (Y. —BX,) Q7' (Y, - BX))
t=1
T
= _nt Log 2m + — Log det Q!
2 2
1 T
~ 5 Trace Q! ; (Y, - BX,) (Y, - BX,)].

En dérivant par rapport aux éléments de Q~!, on obtient :

oLy 1 T
T = 5 [TQ—Z(Yt - BX,) (Y, - BX,)'|.
t=1

o0-1

En annulant ces dérivées, on en déduit la relation :

1
Q= > (Y. —-BX,) (Y. - BX,),

T
t=1

et la pseudo log-vraisemblance concentrée est :

nT T 1 ¢ 1
LS = —TLog 2 — 3 Log det [T Z(Y, - BX;) (Y, — BX,) _ETn.

t=1

Si on note Byr I'estimateur du pseudo maximum de vraisemblance sous

Ho,

T
> (Yi = Bor X) (Y¢ — Bor Xu)',

t=1

1

ﬁ?:Yt——BOXtetQOr_p:T
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on voit immédiatement que la statistique du rapport de pseudo-vraisemblance
est :

det QOT
=TLo —.
Ermy g det r

Montrons maintenant que cette statistique a pour loi asymptotique sous
Hy une loi du x?, dont le nombre de degrés de liberté est €gal au nombre
de contraintes. Notons 6; = b, 0, = vecQ~L, ¢/ = (8], 65), b1, ot les
estimateurs du PMV de 6 sous I’hypothése générale et sous Hy,

1 8%Ly 0?1,
J = —plim = =-E——
PUM T B600 ~ ~ G600

et

= plin & 3 2k 2k —g 2k ok

“PT 290 59 T B9 a0

On sait (Gourieroux-Monfort [1989] proposition 3) que la propriété sera
vraie si J est une inverse généralisée de la matrice de variance-covariance
asymptotique de VT (61 — Bor). Comme £grpry est indépendante de la forme
de Hy, on peut supposer que celle-ci a une forme implicite : g(8;)=0 ; alors
la matrice de variance-covariance asymptotique de v/T (A1 — for) est :

109" [0g 1091 89 _,.._, 089 [Bg _,89'1 7 8g ._
_ 1__ -l 1__ _J 1 1_ - 1_ —-J 1
v=1J o0 [80’ J o0 ae'J I a0 | o¢’ J a9 aofJ '

Dans Gourieroux-Monfort [1989] on montre que J est une inverse
généralisée de V, lorsque V s’écrit :
J1 8_g’ @ J—la_gl - @ J-1
a8 | o6’ o6 o0’ ’
c’est-a-dire lorsque :
/ /
@J—IIJ—la_g_.aiJ—la_g

06’ 80 — o6 86"
Montrons que c’est bien le cas ici.
On a:
8lt -1 / -1
5 = ~(Id, ®X) Q7 Y, - (Id, ® X}) b] = (Id, ® X)) Q7 uy,
Ol _ (Id, ® X;) Q7' (Id, ® X})
oboy — T nEh
et donc
L0l ol
=B 5 oy
=E[Id, ® X)Q" ! (Id, ® X))
_ 8% 1,
B obob
=Ju.

100



*h__,
56,00,

Les propriétés I;; = J1;3, J12 = 0 jointes a I’égalité @ = a—g, 0],
o6’ 004

De plus, comme Eu; = 0, 0on a J; = E

99 _17,-199 _ 99 ._, 94
= JJ == =1 L
a6’ J a8 o0 a0
(iii) Test du score
Compte-tenu des égalités I;; =Jy;, J1, =0, la statistique de test du score
pour une hypothése nulle quelconque portant sur b, s’écrit :

o= () (&Ll ' (0Ly
T\ )y, \obar ), \ o )y

oL ) A
<a_z;r> = (Id, ®X') (257 ®1d7) [y — (Idn ® X) bor,
Ho

impliquent bien :

avec

82L ) A
(%az?) = —(Id, ® X') (57 ® Idr) (Id, ® X) = — (257 ® X' X).
Ho

On a donc:
& =y — (Id. @ X) bor]' (57 ® Px) [y — (Id, ® X)borl,
avec Px = X (X'X)"1X".
On en déduit :
& = Tr [Q57 U5 Px U,

ou Up est la matrice (T, n) dont les lignes sont (Y, — Bor X;) et les
colonnes sont ;o = §; — Xb;o (¢; étant le vecteur de taille T correspondant

aux observations de la i¢éme variable endogene et i)io I’estimateur sous Hy
des parametres de la ieéme équation).

Notons que la matrice ﬁf, Px ro s’écrit aussi :
ﬁ(l) Px Ijo - IAJ:) fjo - 66 (IdT - Px) ﬁo
=0 U - U0 =T (Qor — 1),

car les vecteurs colonnes de U — U, sont dans le sous-espace engendré par
les colonnes de X.

Donc &5 s’écrit : £ = T Trace [Q52 (Qor — Q1))
(iv) Test de Wald généralisé

La statistique du test de Wald généralis€ pour tester une hypothése nulle
quelconque portant sur b s’écrit :

éw = Min (by — ) [Qr @ (X'X)™Y* (br — b).

Soit EOT Pestimateur de b ainsi obtenu; cet estimateur est
asymptotiquement équivalent & I’estimateur du PMV contraint (compte tenu
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des égalités ci-dessous I;; =]}, J;,=0, voir Gourieroux-Monfort [1989-b],
propriété 10-64).

On a:
éw = (br — bor)' [27" ® X' X] (b1 — bor)
= Tr [Q7" (Br — Bor) X' X (B - Biy)]
= Tr[Q7" (To - UY (T, — 1))
= Tr[z* (05T, — U 0)),
car : 000 = 0/ (0 + Tp - 0) = 0" [0 + X (BY, - BY)] = U7 0.
Donc : &w = T Trace [5! (Qo1 — Q1))
avec : Qor = %ﬁg Us.
(v) Tests de Wald dans le cas d’une hypothése linéaire sur Ker B
Supposons que I’hypothese nulle soit: HY = {38 : B = Bag}, ou
ag est une matrice (K, r) donnée. Cette contrainte peut s’écrire aussi :

HY = {38 : b = (Id, ® ag)vecd'}. La statistique du test de Wald
généralisée est alors :

éw = Min [br — (Id, ® ao) vec 8] [ ® X' X]

[br — (Id, ® ap) vec B].

Le minimum en {3 est atteint pour :
vee f = {[ld, ® ap] [27' ® (X' X)][Id,, ® axg]}
x [Id, ® af) [27! @ (X' X) by
= {[ld. ® (e X' X ) ™* ap X'} {Id,, ® X} by
= {[Idn ® (pX'X o) ' apX'} 3.
Donc vécf3 est I'estimateur des m.c.o. équation par équation
vi = X ap B + i,

ol G; est la iéme ligne de 3.

Il y a ici égalité numérique avec I’estimateur du PMV contraint et donc
d’aprés le paragraphe précédent :

é.w =T Trace [QEI (QOT - QT)],

ol QOT est ’estimateur de 2 obtenu 2 partir des résidus des m.c.o. sous H,.

11 est aussi possible de fonder la statistique de Wald sur la forme implicite
de I’hypothése nulle :

By=0 ou (Id,®7y)b=0,

102



oll o est une matrice (K, K—r) dont les vecteurs colonnes sont orthogonaux
2 ceux de ap. On montre que cette version de la statistique de Wald est
identique a la précédente. En effet :

Ew = [(Id, ® 79) br)' [V [Id, ® 5] br] ™" [(1ds ® ) br]
=y [Id, ® X (X' X)" 7] [Qr & 7 (X' X) " y0]
x [Id, ® 7(X'X) "' X'y
=y [QEI ® Px(x' X)=1 m,] Y
=y (7' ® (Px — Pxao)]¥
= T Trace [Q5! (Qor — O1)].
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ANNEXE 2

LEMME 13 : Soit U une matrice de taille (n, p) et P un projecteur
orthogonal de R™ sur un sous-espace vectoriel E. On suppose que la
matrice U’ (Id — P) U est inversible et que E est la somme de deux sous-
espaces E;, E, orthogonaux admettant respectivement comme bases les
vecteurs colonnes des matrices V; et V,. On note P; et P, les projecteurs
orthogonaux sur E; et E,.

Les valeurs propres de A; = [U’(Id —P)U]~'U’P, U sont égales
a vi/l-w), 4 = 1,---,n, o les »; sont les valeurs propres
de A =[U'(Id ~ P2) U]"'U'P, U, matrice de corrélation canonique
empirique entre U et V; conditionnellement 2 V,. En outre les vecteurs
propres de A, et A; associés a v; et v;/(1 — v;) sont les mémes.

Preuve
Soit e; un vecteur propre de A; = [U’(Id — P) U]~! U’ P, U associé a
la valeur f;, on a:

[U'(Id-P)U]'U'P,Ue; = ps e,
ou:
U'Pie; = pu; U (Id — P) Ue,.
En remplagant P par P, + P,, on obtient une écriture équivalente :
U'P,Ue; = ; [U (Id = P) U = U'P, Ul e,

ou :
Ase; = p; (Id - Ay) ey,
ou :
Hi
A i = i
2¢ 1+Mz’6

Donc si on note v; les valeurs propres (positives et inférieures 2 1) de A,,
ona u; = v;/ (1-v;). Notons aussi que comme la fonction v — v/ (1-v)
est croissante, si les v; sont classées par ordre décroissant, il en est de
méme des ;. Par ailleurs, ¢; est vecteur propre de A, pour la valeur propre
v;/ (1 — v;) si et seulement s’il est vecteur propre de A, associé a v;. [
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ANNEXE 3

Résolution des optimisations par maximum de vraisemblance
(i) Deux lemmes préliminaires
Nous utiliserons pour la démonstration deux lemmes déja utilisés dans des

cas analogues par Anderson (1984), et Johansen (1988). Nous considérons
une matrice symétrique positive admettant la décomposition par blocs :

Seo  So1
S0 Su )’
ol Soo, Sg1, Sy sont respectivement de tailles (n, n), (n, K), (K, K). Nous
introduisons les valeurs propres de la matrice S11 S10 Soc So1 qui sont
réelles positives inférieures 2 1 et peuvent étre rangées par ordre décroissant ;
elles sont notées
I2m2>---2mn >0.
Nous introduisons aussi une base de vecteurs propres associés eg, - -, ex,,
normalisée par :
6281161 :6kl k, l= 1, ey K.
Nous nous intéressons alors au probléme d’optimisation :
. det(S()() - S()l a(a' Sua)"l o SlO)
Min ,
a det SOO

par rapport aux matrices «, de taille (K, r) donnée. Notons que la fonction
objectif n’est pas modifiée, si on remplace o par aQ ou Q est une matrice
(r, r) inversible.

LEMME 14 : det(S()o - SOl a(a’ Sua)—l a’ SIO)
det SOO

_ det(a’ Sn a—qo SlO SJOI Sma)
N det (a’ 811 @)

LEMME 15 : (i) une solution en a du probléme d’optimisation est :

Q) =€1,°, Qp = €,.

(i) La valeur 2 I’optimum de la fonction objectif est :

H(l =)

Le probleéme peut étre résolu de fagon symétrique, si on s’intéresse a une
maximisation en « de la fonction objectif.
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(ii) Résolution du probléme ¢{f,;, = Min &ryv (7).
Y
I1 faut minimiser la quantité :
1
det T Y' (Id—Pxo)Y

Ermv (7) = TLog T
det Y’ (Id — Px) Y

detlY’Y
= T Log —
det T Y’ (Id - Px)Y

det %Y’ (Id = Px)Y

s det ! Y'Y
T
= —TLog det (Id — (Y'Y)"'Y'PxY)
+TLog det (Id — (YY) 'Y Px,Y)
= —T Log det (Id — R*[Y, X])
+T Log det (Id — R? (Y, Xa)).

Ainsi nous sommes conduits 2 optimiser par rapport 4 une matrice o dont
la connaissance de 1'image équivaut 2 celle de ~.
La quantité & minimiser est :

det[Id - R?(Y, Xa)] = det[Ild — (Y'Y)'Y'Xa(a/ X' Xa) &/ X' Y].

Appliquant le lemme 15, nous sommes conduits 2 introduire la
matrice R? (X, Y) = (X’ X)~ ix'y (Y'Y)~1Y'X, a déterminer ses valeurs
propres Mt > %ot -+ > Tkt et des vecteurs propres associés &7 - - - éxr
normalisé€s par :

A / A
eKTX XG[T = 6kl-
Une solution en o du probleme est alors :
éat = éir ++, Gr = &y

Cette solution est donc obtenue en prenant les r vecteurs propres associés
aux r plus grandes valeurs propres. La statistique de test est alors donnée
par :

K r
v =—T Y Log(1—ir)+T Y Log(l - i)

i=1 =1

K
=-T Z LOg (1 - 'f’iT)'
1'=r+]k
(iii) Résolution du probléme ¢f\y = Min &y (6).
Y
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La quantit¢ & minimiser est :
det (8' Y'Y 6)
* =T
Shay (6) = TLog gy (Id - Px) Y 9)
det (8' Y'Y 6)
=T .
L8 R T Y Y6 — 6 VX (X X)X Y 8]

Appliquant les lemmes 14-15, nous sommes amenés 2 introduire la
matrice :

R2(Y, X) = (YY) 'YX (X'X)"1 XY,

et a retenir comme estimateurs des vecteurs 6;, ¢ = 1,---,n —r par
exemple les vecteurs : f.y 1, -, fo 7 associés aux n — r plus petites
valeurs propres. La valeur associée de la fonction objectif est la méme que
précédemment :

1 . ,
€huy = TLog—————— =-T Y Log(l - #r)

> (=) i=r+1
i=r+1

K
=-T Z Log (1 - fjit).

i=r+1
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ANNEXE 4

Détermination de la statistique de Wald et des estimateurs
des moindres carrés asymptotiques

(i) I faut résoudre le probléme :
Max Tr (Q7' Y/ Px, Y)
© Max Tr Q'Y Xa(d X' Xa) o' X'Y)
& Max Tr[o/ X' YO Y X (o' X' X a)7Y).

Les vecteurs colonnes de o étant définis A un changement de base pres
nous pouvons toujours imposer la contrainte de normalisation :

odX'Xa=1d,
Le probleme devient alors :
Max Tr (@X'YQ7'Y' X )
{ sousa’ X' X a = Id,.

Il s’agit d’un probleme dont la solution est obtenue en
cherchant les valeurs propres jip > ---> pxr de la matrice

Q= % X'X)IX'YOY'X et en explicitant une base de vecteurs
propres associ€s : éit, - - -, éxr, qui peuvent étre normalisés par :
éxr X' Xér =61, k,1=1,--- K.
La solution est obtenue en prenant :
le = élT, T drT = érT»

et la valeur a I'optimum de la fonction objectif est :
T
T3 o
J=1

K
Par conséquent la statistique &}, est égale 2 T 3 .
j=r+1
(ii) Il reste a lier le résultat précédent a la procédure d’analyse canonique.
Pour cela nous pouvons remarquer que la matrice Q a mémes valeurs

propres que la matrice : Q* = 1 Q;l Y’ ' X(X'X)"1X"Y, et, si on note el
des vecteurs propres de Q*, correspondant aux valeurs propres it >0
et normalisés par: ;7 Y' X (X'X)"'X'Ye} = 6,1, on peut prendre :
é]‘ T = (Xl X)_l X'Y C;T.

En appliquant le lemme 13 de l'annexe 2 (avec U=7Y, P = Py,
Py =Px, P, = 0) on obtient que les valeurs propres ft;T sont égales a
fljT/(1 = AjT), o les ;1 sont les corrélations canoniques entre Y et X.
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Par ailleurs, le lemme montre aussi que les €} sont les vecteurs propres
de R? (Y, X) ; on en déduit que les é €T sont vecteurs propres de R? (X, Y).

La statistique £{; est donc égale a T Z 7;1/(1 — 7j1), tandis que

j=r+1
les colonnes de la matrice o sont estimées par les vecteurs propres
éir, - -, ént de R? (X, Y), satisfaisant les conditions de normalisation

ékTX,Xé[T == 6k[.
(iii) Cherchons maintenant I’estimateur des moindres carrés asymptotiques
de B. Nous savons (voir annexe 1.v) que :

vecf = {Ild, ® (&' X' X&) '@ X'}y
= {Id, ® (& X'}y (acausedelacondition de normalisation)
& B=YXa.
Y'Y) ' 8= (YY) 'Y'Xa.

Or &;r est vecteur propre de R? (X, Y), ce qui entraine que
(YY)~ Y Xé@;r est vecteur propre de R? (Y, X) associé a la méme
valeur propre. Comme de plus la condition de normalisation est satisfaite,
nous en déduisons que : (Y'Y) 'B;r=fir o Bir=YYjfr
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